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概 要
Zometoolとは，ボール状のパーツと棒状のパーツを繋いで，立体形状を構築する知育玩具である．近年，表面
メッシュデータを入力し，Zometoolで作成可能な形状に近似する研究 [1, 2] がなされている．クラインの壺のよう
な閉じた向きづけ不可能曲面は 3次元空間内では自己交差なしに実現できないが，Zometoolでは曲面をワイヤー
フレームとして構築するため，そのような曲面も疑似的に作成可能である．しかし，既存の手法は向きづけ不可能
曲面には対応していない．そこで，本稿では，入力した表面メッシュデータの位相に忠実な形状の出力を目的とし，
Zimmerらの手法 [1]を向きづけ不可能曲面も出力できるように拡張する．
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1 序論
Zometool（図 1）とは，スロットと呼ばれる穴を複数持
つノードと，スロットに差し込んでノード同士を繋ぐこ
とができるストラットを用いて，立体形状を構築する知
育玩具である．ノードにあるスロットの位置やストラッ
トの長さは，数学的に意味のあるものになっているため，
正多面体や遺伝子構造，分子構造などを作成することに
秀でており，大学や研究機関で扱われることも多い．
図 1. Zometool [1] 図 2. クラインの壺
クラインの壺（図 2）のような閉じた向きづけ不可能
曲面は，4次元空間内では自己交差を含まないが，3次元
空間内に射影すると自己交差が発生する．3次元形状を
表す手段は，粘土やペーパークラフト，3Dプリンター
などが挙げられるが，これらは自己交差を含む位相を上
手く表せない．しかし，Zometoolは辺と頂点のみで構
成された，いわゆるワイヤーフレームの形をしており，
面が張られていないので，面同士の交差を無視して作成
できる．従って，自己交差を含む形状も表現可能であり，
クラインの壺のような形状も表すことができる．
メッシュデータを入力とし，Zometoolで作成可能な形
状に近似する研究として，Zimmerらの手法 [1, 2]があ
る．しかし，[1]の手法（図 3）は，向きづけ可能な閉じた
2次元多様体にしか対応しておらず，[2]の手法は，入力
が単位円盤と同相な曲面に限られる．本稿では，[1]の手
法を向きづけ不可能曲面も出力できるように拡張する．
図 3. Zimmerらの手法 [1]
2 Zometool
Zometoolは，非常に優れた立体幾何学学習用教具で
あり，また，科学者，エンジニア，CGデザイナー等の
使用にも耐え得る非常に高度なコンストラクションツー
ルでもある．ノードに数種類のサイズ，形状をもったス
トラットを繋いで，ワイヤーフレームを構築する．ノー
ドは，斜方二十・十二面体の正方形の面を長方形に変形
した形（図 1）になっており，長方形，正三角形，正五
角形のそれぞれの面に対応した合計 62個のスロットを
もつ．ここに，青（長方形），黄（正三角形），赤（正五
角形）のストラットを挿し込む．本稿では，最も一般的
な 9種類のストラットを使用する．ストラットには色毎
にそれぞれ 3種類の長さがあり，それらを区別するため
に，青，黄，赤の短いストラットからそれぞれ，b0, b1,
b2, y0, y1, y2, r0, r1, r2 とする．同色の連番になってい
るストラットの長さの比は，黄金比 1 : （= 1+
p
5
2 ）と
なっている．同じ添え字の青のストラットに対して，黄
色のストラットは
p
3
2 倍，赤のストラットは
p
2+
2 倍の
長さになっている．それぞれの長さが数学的に重要な意
味を持っていることにより，非常に複雑な立体物が構築
可能になっている．
2.1 Zomeメッシュ
Zometool は，使用するストラットの種類により，作
成できる形状に制限がある．Zometoolで作成すること
を目的とし，辺の長さや角度に制約をつけた 3角形と 4
角形の面からなる表面メッシュを ZomeメッシュZ とい
うことにする．
3 既存研究
Zimmerらの手法 [1]の大まかな流れは以下の通りで
ある．入力メッシュS は三角形メッシュとする．S を覆
うような，Zometoolで作成可能なボクセルを考え，そ
の表面を初期 ZomeメッシュZ0とする．初期メッシュか
ら焼きなまし法により，3.2節で定義するエネルギー関
数 E(Z)が最小になるように Z を更新していき，解を
求める．各更新は，頂点の追加や削除，対角変形などの
局所操作を繰り返し適用する．それらの局所操作は，更
新後も Zomeメッシュの制約を満たし，位相が変化する
ような操作を行わないことで，必ず向きづけ可能な 2次
元多様体の出力を得る．
Zimmer, Kobbeltの手法 [2]は，単位円盤と同相な入
力メッシュに対して，advancing front 法を用いて近似
Zomeメッシュを生成する．
本稿は，Zimmerらの手法 [1]を基に，向きづけ不可
能曲面を Zomeメッシュに近似する手法を提案する．本
章では，Zimmerらの手法 [1]を詳細に説明する．
3.1 初期メッシュ生成
S を覆うボクセルの表面を Z0 とする．ボクセルの一
辺の長さはユーザーが任意に決定でき，ここで決めたボ
クセルの細かさが最終的な出力メッシュの細かさに直結
する．また，ボクセルの辺は b1に相当し，ボクセルが細
かいほど，実際に Zometoolで作成した際に巨大なもの
が出来る．この手法で得られるメッシュは，Zomeメッ
シュとなっている．
3.2 エネルギー関数
エネルギー関数 E(Z)は，式（1）のように 4つの関
数の線形和で表される．
E(Z) = wd  Edistance(Z)
+ wo  Eorientation(Z)
+ wf  Efairing(Z)
+ wc  Ecomplexity(Z) (1)
最初の 2項は Z が S に対して忠実かどうか，後ろの
2項はZ が綺麗なメッシュになっているかどうかの指標
となっている．
Edistance(Z) は，Z 上のサンプル点集合の各点 p か
ら，S 上の最近点 (p)までのユークリッド距離の二乗
和に基づいたエネルギー関数であり，Z が S に近い程
小さい値をとる．サンプル点は各頂点の座標，各スト
ラットの中点，各面の重心を用いる．サンプル点が S
の内側に位置する場合，より高いペナルティが課せられ
る．Eorientation(Z)は，Etangentialorientation(Z)とEnormalorientation(Z)
の線形和で表され，Z と S の向きの差異を測るエネル
ギー関数である．Etangentialorientation(Z)は，Z 上のストラット
の向きと，S上の最近点の法線の内積に基づいたエネル
ギー関数であり，それらが直交するとき最小値をとる．
Enormalorientation(Z)は，Z 上の頂点の法線と，その頂点の S
上の最近点の法線の外積に基づいたエネルギー関数であ
り，それらが平行のとき最小値をとる．Efairing(Z)は，Z
上の頂点と，それに隣接する頂点集合の位置との差異を
測るエネルギー関数であり，平均に近い程小さい値をと
る．Ecomplexity(Z)は，Zの頂点数と，初期メッシュZ0の
頂点数との差異を測るエネルギー関数であり，差が近い
程小さい値をとる．重みはそれぞれwd = 10, wo = 100,
wf = 5, wc = 1とする．
3.3 局所的な操作
Z の面 f，辺 s，頂点 nに対して，以下のような局所
的な操作を行う．
 INSNODE(f)：面内に頂点を 1つ追加し，接続可
能な頂点との間に辺を追加する．
 ADDDIAG(f)：四角形の面に対角辺を追加する．
 SPLITSTRUT(s)：辺を 1つ取り除いて頂点を 1つ追
加し，接続可能な頂点との間に辺を追加する．削
除した辺に接続されていた頂点は必ず接続する．
 REMDIAG(s)：対角辺を取り除く．
 FLIPDIAG(s)：対角変形を行う．
 MOVNODE(n)：頂点を移動し，接続可能な頂点に
繋ぎなおす．
 REMNODE(n)：頂点と，それに接続している全て
の辺を取り除く．
位相が変化するような操作を禁止することで，Z0 と同
相な出力メッシュを得る．
3.4 焼きなまし法による Zometoolメッシュ生成
焼きなまし法とは，目的関数値の悪い局所解に陥るこ
とを防ぐことができる最適化法である．更新を行う度に
値が小さくなる温度パラメーター T を用意する．ラン
ダムに局所操作を選び，T が高温のうちは目的関数値を
大きく悪くするような操作も許し，T が下がるにつれて
許容範囲が狭まっていく．T が予め定めた最小値 Tmin
以下になったとき，アルゴリズムを終了する．温度パラ
メーターの初期値 T0は，Z0のエネルギー関数の標準偏
差に基づき決定する．
4 提案手法
向きづけ不可能曲面を Zometoolで作成可能な形状に
近似する手法の概要を説明する．入力した向きづけ不可
能曲面に対して，4.1節で説明する初期メッシュ生成法
を用いて，向きづけ不可能な初期メッシュを得る．焼き
なまし法により，初期メッシュの位相が変化しないよう
に局所操作を繰り返し，4.2説で定義するエネルギー関
数が小さくなるように近似する．
4.1 初期メッシュ生成
3.1節の生成方法で得られるメッシュは，入力メッシュ
の位相に関わらず，自己交差を含まない向きづけ可能な
2次元多様体が得られる．これは，本研究の目的にはそ
ぐわない．そこで，入力メッシュの位相を保存した初期
メッシュ生成法を提案する．
ストラット b1 の長さの辺長を持つ 3次元ユニフォー
ムグリッドを考える．入力メッシュをグリッドの面との
交差によって分割し，その曲面分割の双対グラフを作成
する．頂点の座標は，分割した領域を含むボクセルの中
心の座標とする．この双対グラフを初期 Zomeメッシュ
Z0 とする（図 4）．
図 4. 初期メッシュ生成
この生成法で得られるメッシュは，各辺が b1 からな
る Zomeメッシュとなっている．また，辺長に対して十
分に小さい特徴のみが無視され，おおよそ位相に忠実な
メッシュが生成される．向きづけ不可能曲面だけでなく，
境界のある曲面や非多様体も得られる．
4.2 エネルギー関数
4.2.1 局所最近点 エネルギー関数の計算の際に，Z
上のサンプル点 pから S 上の最近点 (p)を求め，p周
辺の形状を (p)周辺を目標に近似する処理が存在する．
しかし，特に自己交差部分周辺において，最近点を目標
に近似することは必ずしも良いとは限らない（図 5）．そ
こで，Z の各オブジェクトがそれぞれ，初期メッシュ生
成時に生成元となった入力メッシュ上のオブジェクトを
保存しておき，そこから近傍を探索して得られる局所的
な最近点を，局所最近点 0(p)とする．Eorientation(Z)に
おいて，局所最近点の法線を取得した際に法線の向きが
逆向きにならないように，オブジェクトは表と裏で区別
し，対応する面上のオブジェクトを保存する．局所操作
により変更がある度に局所最近点を更新する．
図 5. 最近点 (p)と局所最近点 0(p)
4.2.2 Dual Distance 収縮や，好ましくない局所最
近点の参照を防ぐために，入力メッシュから Zomeメッ
シュへの距離を測るエネルギー関数E0distance(Z)を追加
する．入力メッシュS と初期メッシュ生成時のグリッド
辺との交点をサンプル点 pとする．E0distance(Z)は，入
力メッシュS 上のサンプル点 pから，ZomeメッシュZ
上の局所最近点 0(p)までのユークリッド距離の二乗和
に基づいたエネルギー関数であり，S が Z に近い程小
さい値をとる．
4.3 衝突の解消
Zometoolには面が存在しないため，ノード同士，ス
トラット同士及びノードとストラットの衝突を考慮する．
4.1節の初期メッシュ生成方法は，自己交差を含まない
入力に対しても衝突を引き起こしやすく，閉じた向きづ
け不可能曲面では必ず衝突が発生する．
衝突を解消するために，局所操作の際にオブジェクト
同士の衝突の増減を計算し，新たに衝突が増える場合は
更新をしない．ただし，ノード同士の衝突は特に解消が
難しいため，ノード同士の衝突が減る際にはその他の衝
突やエネルギーの増減に関わらず更新する．衝突解消温
度 Tcollisionを設定し，衝突が残っている状態で温度パラ
メーター T が Tcollision 以下になった場合，全ての衝突
を解消するまで温度を下げない．1度全ての衝突を解消
すると，それ以降の更新では衝突が増えないため，衝突
のない Zomeメッシュが得られる．
4.4 提案アルゴリズム
提案アルゴリズムは以下の通りである．
提案アルゴリズム
1. S を任意に拡大縮小，回転，平行移動する．
2. 初期メッシュZ0 を生成する．
3. E(Z0)を計算し，T0 を設定する．
4. 温度パラメーター T が T > Tmin満たす間，以
下の処理を繰り返す．
(a) Z のオブジェクトと，それに対する局
所操作をランダムに選択する．
(b) 操作によって変更がある部分的曲面を
作成する．
(c) 操作の有効性を判定し，無効の場合
（a）に戻る．
(d) 操作による衝突の増減を計算し，無効
の場合（a）に戻る．
(e) 操作によるエネルギー関数の差異を計
算し，無効の場合（a）に戻る．
(f) 衝突数，エネルギー関数を更新し，部
分的曲面を合成する．
(g) 温度が Tcollision以上，または衝突が全
て解消している状態であれば，温度を
下げる．
温度パラメーターの初期値 初期メッシュのエネルギー
が高いほど，高温の処理が必要になり，初期メッシュの
解像度が高いほど，多くの更新回数が必要になると考え
られる．そのため本稿では，エネルギー関数の各項の平
均値Ave(E(Z0))と初期メッシュZ0頂点数N0に基づ
いて T0 = 0:2 Ave(E(Z0)) 
p
N0 とする．
5 計算機実験
klein bottleモデル（図 2）に対し実験を行った．図 6
は出力メッシュ，及び実際に作成した Zometoolのクラ
インの壺である．綺麗に入力メッシュの形状を再現でき
ており，自己交差部分も衝突することなく，実際に作成
可能な出力メッシュが得られた．
図 6. 出力メッシュ
Zimmerらの手法 [1]は，細くとがった形状を苦手と
している．これは，Zのオブジェクトが Sの内側に入っ
てしまってもある程度近い最近点をとれるため，突起部
分に近似しようとしないためである．しかし，この問題
は本稿で提案しているDual Distanceで解決することが
できる．図 7は入力メッシュ，図 8は出力メッシュであ
る．細い部分やとがった先端の部分も綺麗に近似できて
いる．
図 7. 入力メッシュ 図 8. 出力メッシュ
6 今後の課題
Zimmerらの手法 [1]では，焼きなまし法の並列処理
を行い，高速化を実現しているが，本稿ではそこまで
至っていない．並列処理を実装することによって，より
高速に出力を得ることができる．また，4.1節で説明した
初期メッシュ生成法は，境界を含む曲面や非多様体，単
体的複体などのより一般的な曲面に対して有効である．
Zometoolはワイヤーフレームを構築するため，それら
の曲面も作成可能である．従って，境界を含む曲面や非
多様体，単体的複体などのより一般的な曲面に対する手
法の拡張を今後の課題とする．
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